Szegedi Tudomanyegyetem

Természettudomanyi és Informatikai Kar
Bolyai Intézet

Kombinatorikai jatékok vizsgalata a
Kalmar-Steinhaus-fuggveény
segitséegevel

Investigation of combinatorial games with the
help of the Kalmar—Steinhaus function

Szakdolgozat

Hégely Eva
Matematika BSc

Témavezetd:

Dr. Waldhauser Tamas

egyetemi adjunktus
Algebra és Szamelmélet Tanszék




Kombinatorikai jatékok vizsgalata a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény segitségével

Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék kdszonetet mondani témavezetomnek, Dr. Waldhauser Tamas-
nak, aki tanacsaival ¢és utmutatasaival hatalmas segitséget nyujtott szakdolgo-
zatom elkésziilés¢hez.

Tovabba koszonom Dr. Karsai Janosnak, hogy segitett a dolgozat megfor-
mazasaban és elkészitette a Mathematica Stylesheetet, amiben dolgozatomat
irtam.



Kombinatorikai jatékok vizsgalata a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény segitségével

Tartalom

5.1.
5.2.

. Bevezetés

. Elméleti 6sszefoglalo
2.1.
2.2.
2.3.
. A LEGO jaték ismertetése

. LEGO jaték magassagkorlat nélkiil
4.1.
4.2.
4.3.

Egyszerl jaték, Sprague—Grundy— és Kalmar—Steinhaus—fiiggvény
Kompoziciok
Nim jaték

Diszjunktiv valtozat

Konjunktiv valtozat

Szelektiv valtozat

LEGO jaték magassagkorlattal
Konjunktiv valtozat

Szelektiv valtozat

Fiiggelék

Irodalom

o 00 N L i A

11

12
14
17
18
22
25
36



Kombinatorikai jétékok vizsgdlata a Kalmar-Steinhaus-fiiggvény segitségével

1. Bevezetés

A dolgozat célja egy kombinatorikai jaték tobb valtozatara nyerd stratégia
ismertetése. A stratégidk alapjadul szolgald elméletet Kalmar Laszlo és Hugo
Steinhaus egymastdl fiiggetleniil publikaltdk az 1920-as években [4,6]. Az
altalunk vizsgalt jatékot LEGO ¢épitdkockakkal lehet jatszani, ezért LEGO jaték-
nak fogjuk nevezni [8]. Az elnevezést az is motivalja, hogy a Kalmar—Steinhaus-
kifejezés roviditéseként lego-val jeloltiik.

A kovetkezOkben roviden Osszefoglaljuk a dolgozat fejezeteinek tartalmat. A
masodik fejezetben megadjuk a téma alapvetd definicioit, illetve tételeit. Két
fontos fliggvényrél (Sprague—Grundy- ¢s Kalmar—Steinhaus-fliggvény) tesziink
emlitést, amelyek leirjak a jatékok nyerd stratégiait. Majd ismertetjiik jatékok
kiilonb6z6 kompozicidit €s ezen jatékok Sprague—Grundy- ¢s Kalmar—Steinhaus-
fliggvényét. A harmadik fejezetben megadjuk a LEGO jaték kiilonb6zd val-
tozatainak jatékszabalyat. A negyedik fejezetben nyerd stratégidkat adunk a
LEGO jaték azon valtozataira, ahol nincs korlatozva az épitmény magassaga, az
utolso fejezetben pedig a korlatozott magassagl valtozatokkal foglalkozunk. A
Fiiggelékben megadjuk azokat a Mathematica programokat, amelyekkel a
jatékokat vizsgaltuk; ezek segitségével sejtettiik meg a nyerd stratégiakat. Ezek a
programok megtalalhatok a CD mellékleten is, és futtathatok a Mathematica
programmal éppugy, mint az ingyenesen letdlthetd CDF Player segitségével [9].
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2. Elméleti osszefoglalé

2.1. Egyszeri jaték, Sprague—Grundy- és
Kalmar-Steinhaus-fuggvény

A tovébbiakban réviden Osszefoglaljuk azokat a fogalmakat ¢s Gsszefiiggéseket,
amelyekre sziikségiink lesz a LEGO jatékok elemzésénél. A kombinatorikai
jatékok elméletérdl bovebb leirast Csakany Béla Diszkrét matematikai jatékok
cimli konyvében [3] talalhatunk.

Egyszerti jatéknak nevezziik a normal, végesfokl, szimmetrikus, kétszemélyes
kombinatorikai jatékokat. Az egyszerli jatékokat matematikai struktaraként egy
J = (P, L, N) harmas ir le, ahol

— P az allasok (poziciok) halmaza;

— L C PxP a Iépések halmaza: akkor és csak akkor szabad a p allasbol a ¢
allasba lépni, ha (p, q) € L;

— N avégallasok halmaza: N ={pe P|Aqg e P:(p, q) € L}.

Normal jatékokat vizsgalunk, ami azt jelenti, hogy a végallasba 1€p6 jatékos nyer.

Minden jatéknak 1étezik betli valtozata is, ahol az veszit, aki az utolso 1épést teszi.
1. DEFINICIO

Az M C P halmazt a J jaték magjanak nevezziik, ha

— a végallasok M-ben vannak,
— minden M-beli 4llasbol csak M C-beli 4llasba lehet 1épni,
— minden M €-beli allasbol lehet M -beli allasba 1épni.

2. TETEL

Minden egyszerii jatéknak létezik magja, és az egyértelmiien meghatarozott.

A késobbiekben a magbeli allasokat jo allasoknak, a magon kiviili alldsokat rossz
allasoknak nevezziik. A mag ismeretében megadhaté a nyerd stratégia: ,,Lépj
mindig jo allasba!”. Ha a kezddallas rossz, akkor a kezdd jatékosnak, ha a kezd6al-
las jo, akkor a masodik jatékosnak garantdlja a nyerést ez a stratégia.

3. DEFINICIO

A  HcNy halmazb6l kimaraddo legkisebb nemnegativ egész szamot
mexH = min(Ny\H) jeloli (az angol ,,minimal excludant” kifejezés roviditése).

4. DEFINICIO
A J = (P, L, N) jaték Sprague—Grundy-fiiggvénye az a y: P - Nj leképezés,
amelyre minden p € P esetén

Y (p) =mex{y(q)|q € P, (p, q9) € L}
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5. TETEL
Minden egyszerii jatéknak létezik  Sprague—Grundy-fiiggvénye, és az
egyértelmiien meghatarozott. A Sprague—Grundy-fiiggvény zérushelyeinek hal-
maza éppen a jaték magja: M ={p € P.:y(p) = 0}.

6. DEFINICIO

Tetszdleges véges H c Ny halmaz esetén jelolje legoH a H halmaz legkisebb
paros elemét, amennyiben van paros eleme H-nak. Ha H minden eleme paratlan,
akkor legyen legoH a H halmaz legnagyobb (paratlan) eleme (a ,,least even

greatest odd” angol kifejezés roviditése).

7. DEFINICIO
A J = (P, L, N) jaték Kalmar-Steinhaus-fliggvénye az a k: P - Ny leképezés,

amelyre minden p € P esetén
k(p) = 1+lego{k(q)|q € P, (p, q) € L}.

8. MEGJEGYZES
Tegyiik fel, hogy mindkét jatékos ismeri a jaték magjat, azaz a nyerd stratégiat.
Természetes feltevés, hogy az a jatékos, akinek nyerd stratégidja van, olyan
stratégiat valaszt, amely a lehetd leggyorsabb nyerést biztositja szdmara, a masik
jatékos pedig igyekszik késleltetni a vereségét. A k(p) érték megadja, hogy ezen
feltevés mellett, a p allasbol indulva, hany 1épésig tart a jatszma.

9. TETEL

Minden egyszerii jatéknak létezik Kalmar—Steinhaus-fiiggvénye, és az
egyértelmiien meghatarozott. A Kalmar—Steinhaus-fiiggvény paros értékei adjak
meg a jaték magjat: M ={p € P: k(p) paros}.

2.2. Kompoziciok

A kovetkezOkben haromféle lehetséges jatékszabalyt adunk meg arra, hogy
hogyan jatsszunk tobb jatékot egyszerre, €s leirjuk ezen jatékkompozicidk magjat.

10. DEFINICIO
Legyenek J, = (P, L1, Ny) és T, = (P, Ly, N,) egyszerl jatékok. Definialjuk
a J1+J J1NT>2 és J1 VI, normal jatékokat a kovetkezOképpen. Az
allasok halmaza mindhdrom esetben P x P,, a lépéseket pedig az aldbbi szabalyok
adjak meg.
— A J1 +9, jaték esetén egy lépés soran a két jaték koziil csak az egyikben
léphetiink; a jaték akkor ér véget, ha mindkét komponens végallasba jut. Ezt

crer
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— A J1 N\ 9> jaték esetén egy 1épés soran mindkét jatékban lépniink kell; a
jaték akkor ér véget, ha valamelyik komponens végallasba jut. Ezt a jatékot

crer

— A 91V 9, jaték esetén egy 1épés soran tetszés szerint Iéphetiink az egyik, a
masik, vagy mindkét jatékban; a jaték akkor ér véget, ha mindkét
komponens végallasba jut. Ezt a jatékot J; ¢és 9, szelektiv kompo-

crer

11. MEGJEGYZES
A fenti kompozicidok ketténél tobb komponensre is definialhatok. Modosithatjuk

is a jatekszabalyokat ugy, hogy a diszjunktiv, illetve a szelektiv kompozicid érjen
véget, mihelyt valamelyik komponens véget ért, a konjunktiv kompozicidt pedig
folytathatjuk, amig minden komponense véget nem ér. Minden esetben jatsz-
hatunk betli jatékot is, igy tehat tucatnyi modja van annak, hogy tobb jatékot
egyszerre jatsszunk. Ezek elemzése megtalalhato Conway On Numbers and
Games cimli miivében [2].

12. TETEL

Egyszerii jatékok sszege, szorzata és szelektiv kompozicioja is egyszerii.

13. DEFINICIO

Az a ¢és b nemnegativ egész szamok nim-6sszegén azt az a @ b nemnegativ egész
szamot értjiik, amelyet akkor kapunk, ha a-t és b-t kettes szamrendszerben ugy
adjuk Ossze, hogy az atvitelr6l ,.elfelejtkeziink” (azaz bitenkénti kizard vagy
miveletet végziink).

14. TETEL

Az U és V jatékok osszegének Sprague—Grundy-fiiggvénye megkaphaphato U
eés V Sprague—Grundy-fiiggvényébdl a nim-osszeadas segitségével:

Yu+v (P, @ = yu (p) ® yvy(q).

15. DEFINICIO

Jelolje a A b az a és b nemnegativ egész szamok koziil a kisebbiket:
a~b=min(a, b).

16. TETEL

Az U és V jatékok szorzatanak Kalmar—Steinhaus-fiiggvénye megkaphaphato U
és V Kalmar—Steinhaus-fiiggvényébol a minimumképzés segitségével:

Kupny (Py @) = Ky (p) A Ky (q).
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17. DEFINICIO

Definidljuk a nemnegativ egész szdmok halmazan a ® miiveletet a kdvetkezOkeép-
pen:

2 b { a+b, ha a vagy b paros;
a =
a+b—-1, haaésbparatlan.

18. MEGJEGYZES
Figyeljiik meg, hogy a ® b akkor és csak akkor paros, ha a és b paros.

19. TETEL
megkaphaphato U és V Kalmar-Steinhaus-fiiggvényébol a & miivelet
segitségével:

Koy (D5 @) = Ky (p) ® Ky (g).

20. KOVETKEZMENY
Az U\ V jaték (p, q) allasa akkor és csak akkor jo, ha p és ¢ is jo allas az U
illetve V jatékban.

BIZONYITAS
A 9. Tétel szerint az U\ V jaték (p, q) allasa akkor és csak akkor jo, ha
kgryv(p, q) paros. A 18. Megjegyzés miatt k¢ (p, q) = ky(p) ® ky(q) akkor
¢és csak akkor paros, ha k¢ (p) és ky(q) 1s paros. Ez pedig azt jelenti, hogy p és ¢
J6 allas az U illetve V jatékban.

21. MEGJEGYZES

A fenti kdvetkezményt a Kalmar—Steinhaus-fliggvény nélkiil, csupan a mag defini-
cigjat hasznalva is be lehet bizonyitani.

2.3. Nim jaték

A nim jatékot néhany csomé kaviccsal jatsszuk; egy 1épésben csak az egyik
csomobol lehet elvenni kavicsokat, de abbol barmennyit. A jaték akkor ér véget,
amikor az Osszes kavics elfogyott; az nyer aki az utols6 kavicsot elveszi (tehat
normal jatékrol van szo).

A két csomodval jatszott nim jaték Sprague—Grundy-fiiggvényét a nim-0sszeadas
adja meg: y(a, b) = a ® b (innen az elnevezés). Figyeljiik meg, hogy a @& b akkor
¢s csak akkor 0, ha a = b, tehat azok a jo allasok, ahol a két csomdban ugyan-
annyi kavics van. (Ez a nim-6sszeadas nélkiil is konnyen belathato.) Ezzel megkap-

cres

lesz a Kalmar—Steinhaus-fliggvényére is.
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22. TETEL

A két csomoval jatszott nim Kalmar-Steinhaus-fiiggvénye:

2a, haa = b;

Pla, b) = { 2(anb)+1, haa+b.

BIZONYITAS
Az allitds igazolhatdo a Kalmar—Steinhaus-fliggvény definicioja alapjan, de mivel
mar ismerjiik a nyerd stratégiat, egyszeriibb a 8. Megjegyzés segitségével bizonyi-
tani.
Ha a = b, akkor (a, b) = (a, a) jo allas, ezért akinek ebbdl az allasbol kell tovabb
Iépnie, az fog vesziteni. Késleltetni akarja a kudarcat, igy csak egyet vesz el az
egyik kupacbol, az (a — 1, a) éallasba jutva. A kdvetkezd jatékos a nyerd stratégiat
jatszva szimmetridra torekszik, ezért egyet vesz el a masik kupacbdl. A jatszma
ezekkel a stratégidkkal 2 a Iépésben ér véget.
Ha a # b, akkor (a, b) rossz allas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy a < b. A nyerd stratégia alapjan a soron kovetkez6 jatékos az (a, a) allasba
fog Iépni. A fentiek szerint innen még 2 a Iépésig tart a jatszma, tehat a lépések
szama Osszesen2a+1=2(aAb)+1.

3. ALEGO jaték ismertetése

A LEGO jaték egy kétszemélyes jaték, melynek egy téglalap alakit LEGO-kocka
a kezdoallasa. A jatékosok felvaltva rakhatnak egyre kisebb ¢épitOkockakat
egymas tetejére, igy egyre kisebb és kisebb téglalapokra lesz felosztva az épit-
mény. Amikor egy téglalpra egy épitdkockat tesziink, azt mindig a téglalap valame-
lyik széléhez kell illesztenlink. Az illeszkedd oldalaknak egyforma hossztiaknak
kell lenniiik, az éppen lerakott épitdkocka masik oldalanak pedig rovidebbnek kell
lennie, mint a téglalap megfeleld oldala (az A. Filiggelék abrai mutatjak egy 6x 8-
as kezddallast jatszma elsd két lehetséges lépését). A jaték célja, hogy 1x1-es
négyzeteket kapjunk, mivel ezekre mar nem lehet kisebb épitdkockat helyezni. A
jatékot harom valtozatban jatszhatjuk:

— diszjunktiv valtozat (LEGO,): egy lépésben csak egy téglalapra tehetiink
épitdkockat;
— konjunktiv valtozat (LEGO,): egyszerre minden téglalapra kell épitdkockat
tenni;
— szelektiv  valtozat (LEGOy): tetszéleges szamu téglalapra tehetiink
épitékockakat.
A konjunktiv valtozat véget ér, amint kialakul egy 1x1-es téglalap, a diszjunktiv
¢s a szelektiv valtozat viszont csak akkor ér véget, amikor csupa 1x1-es
téglalapok vannak (a cimoldal 4dbraja egy ilyen végallast mutat).

Mindharom valtozatot jatszhatjuk ugy is, hogy korlatozzuk az épitmény magas-
sagat, vagyis az egymasra helyezhet6 rétegek szamat; ezzel végtelen sok kiilon-
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boz6 varianst kapunk. Jeloljon (a, b), olyan axb méretli téglalapot, amelyre még
r réteget rakhatunk, megengedve az » = oo esetet is. Ha r = 1, akkor az (a, b),
allasbol a kovetkez6 allasokba léphetiink:

((ala b)ra (aZa b)r—l)a ahOIal +a2 =a,
((aa bl)r’ (aa bZ)r—l)’ ahOlbl +b2 =b.

Az A. Fuggel¢k egy LEGOy jatszma elsé néhany lépését mutatja, ahol a magas-
sagkorlat 3. Tehat a kiinduld 6x8-as téglalapra még két réteg tehetd, vagyis az
1. Abra a (6, 8), allast mutatja. A 2. Abran a piros téglalapra mar csak egy réteg
rakhat6, a sziirkére pedig még kettd, tehat ez a ((6, 4),, (6, 4),) allds. Hasonléan
a 3. Abra allasa: ((4, 4),, 2, 4);, (2, 4);, (4, 4)y); figyeljik meg, hogy a fekete
épitdkocka mar ,,inaktiv’, tehat a kovetkezd 1épésben legfeljebb harom
épitékockat lehet letenni.

Ahogy a fenti példa is mutatja, a jaték allasai téglalaprendszerek, tehat egy tet-
szlleges p allas a kovetkezdképpen irhato le:

P = ((ala bl)rla (aZa bZ)rza ey (aka bk)r,\,)-

A 14. Tétel szerint a LEGO, jatékban y(p) értéke az egyes téglalapok -

értékeinek nim-osszege:
7(17) = 7( (ala bl)rl) @ y( (aZa bZ)rz)@ @ y( (aka bk)rk)'

Hasonloan a LEGO,, jatékban is elegendd ismerni a Kalmar—Steinhaus-fliggvény
értékeit az egyes téglalapokon (lasd 16. Tétel):

K(p) = k( (a1, by),,) A K( (a2, b)) A oo n K((a, br),,),
ugyanigy a LEGO,, jaték esetén is (lasd 19. Tétel):
K(p) =k (ay, b),,)® K((az, b2),,) ® ... ® K((ax, by),,)-

Az (a, b), alaka allasok végallasok, ezért ezek Sprague—Grundy, illetve
Kalmar—Steinhaus fliggvényértéke 0, az » = 1 esetben pedig a kdvetkezOképpen
szamolhatoak ki a megfeleld figgvényértékek. A LEGO, jaték Sprague—Grundy-
fuggvénye v,(a, b) := y((a, b),) = mex (H; |J H,), ahol

Hy ={y (a1, D) ®y,-1(az, b) | a1 +a, = a} és

Hy = {y,(a, b)) ®y,-1(a, by) | by + by = b). M

Hasonloképpen irhatjuk fel a Kalmar—Steinhaus-fliggvényeket a LEGO, illetve
LEGOy, jatékokra is: «,.(a, b) := k((a, b),) = 1 +lego(H, U H,), ahol a konjunktiv
jatéknal
Hy = {k.(a1, b) nk._1(az, b) | a1 +a; = a} és 5
Hy = (@, B1) AKe-1(a, bo) | by +bs = b), @
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illetve a szelektiv jatéknal

Hy ={k.(a1, D) @ k,_1(az, b) | a1 +ax = a}és 3)
H, = {k.(a, b1) @ k._1(a, by) | by + by = b}.

A fenti képletek segitségével sorra kiszamithatjuk a vy, y,,..., illetve ki, ky,...
figgvényeket. A y; és k; fliggvények lényegében ugyanazok, mint a kétcsomos
nim jaték Sprague—Grundy- és Kalmar—Steinhaus-fliggvénye (lasd a 36. Megjegy-
zést). A vy, és k. fuggvények r novekedtével egyre bonyolultabbak lesznek,
ezekkel az 5. fejezetben foglalkozunk.

Ha nem korldtozzuk az épitmény magassagat, akkor egyszeriibb dolgunk van,
mert csak egy fliggvénnyel kell dolgoznunk, hiszen ebben az esetben
r=r—1=oco0. Ekkor a H; illetve H, halmazok definici6ja a kdvetkezOképpen

alakul:

— A LEGO; jatéknal
Hy ={y~lai, b)®yw(az, b) | a) +a, = a}és @
Hy ={y~(a, b)) ®yw(a, b2) | by +by = b}.

— A LEGO, jatéknal
Hy = {k(ai, b) Ake(az, b) | ay +ax = a} és )
Hy = {k(a, by) nKk(a, by) | by + by = b}

— A LEGOy jatéknal
Hy = {k(ai, b) ® k(az, b) | a) +ap = a} és
H, = {k(a, b)) ® Ks(a, by) | by + by = b}. ©)

4. LEGO jaték magassagkorlat nélkul

Ebben a fejezetben az r = oo esettel foglalkozunk; mindharom valtozatnal sikertilt
meghataroznunk a megfeleld vy, illetve «,, fliggvényt.

4.1. Diszjunktiv valtozat

23. TETEL
A korlat nélkiili LEGO, jaték Sprague-Grundy-fiiggvénye:

0, haab paratlan;

Vol B) = { 7

1, haabparos.

BIZONYITAS
Az egyszeriiség kedvéért a (7) képlettel definialt y,, fliggvényt jelolje y a bizonyi-
tas soran. Be kell latnunk, hogy erre a y fliggvényre teljesiil a Sprague—Grundy-

fliggvény definicidja, azaz

y(a, b) = mex (H, U H), (8)
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ahol H, és H, a (4) altal definidlt halmazok.
Ezt az éllitast a és b paritasat vizsgéalva bizonyitjuk.

(1) Tételezziik fel, hogy a és b paratlan. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy az a =a;+a, felbontasban a; paros és a, péaratlan. Ezért
v(ai, b) =1 és y(ay, b) = 0, ezek nim-6sszege 1, tehat H; = {1}. Hasonl6 gondo-
latmenet alapjan megmutathatd, hogy H, =({l1}. Igy mex(H, UH,) =
mex ({1}) = 0 = y(a, b), tehat (8) valoban teljesiil.

(i) Most tegyiik fel, hogy a paratlan és b paros. A b parossagabodl rogton
adodik, hogy y(a;, b) =1 és y(ay, b) = 1, melyek nim-6sszege 0, tehat H; = {0}.
A b szamot parossadga miatt kétféleképpen lehet felbontani: b, és b, mindegyike
paros vagy mindkettd pdaratlan. Ha mindkettd péros, akkor vy(a, by) =1,
v(a, b) =1. Ha b; és b, paratlan, akkor +y(a, b1) =0, y(a, by) =0. Tehat
v(a, b)) ®y(a, by) =0, ezért H, = {0} és igy mex (H, U H,) =
mex ({0}) = 1 = y(a, b).

(1i1) Ha a paros €s b paratlan, akkor a (i1) esethez hasonldan jarhatunk el.

(iv) Ha a ¢és b 1s paros, akkor vy(a;, b)=1 ¢és vy(ay, b) =1, illetve
v(a, by)=1 ¢és vy(a, by)=1. Tehat H, = H, ={0}, igy mex(H,UJH,)=
mex ({0}) = 1 = y(a, b).

24. KOVETKEZMENY
A korlat nélkiili LEGO, jatékban az (a, b)., dllas akkor és csak akkor jo, ha ab

paratlan.

4.2. Konjunktiv valtozat

25. DEFINICIO

Jeloljiik /(a)-val az a természetes szam szamjegyeinek szamat kettes szamrendszer-
beli alakjaban: /(a) := |log, a] + 1.

26. MEGJEGYZES

Tetszbleges a természetes szamra I(a) = n akkor és csak akkor, ha 2! <a < 2",

27. LEMMA

Minden a természetes szamra teljesiilnek a kovetkezok:

(1) Nem léteznek olyan a,, a, természetes szamok, melyekre a =a;+a, és
l(a) = l(a) = l(ay).
(i) Barmely k < l(a) esetén léteznek olyan a,, a, természetes szamok, hogy

a=a +a ésk=1a) <la).
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BIZONYITAS

(1) Tételezziik fel, hogy a; +a; = a és l(ay) = l[(ay) = l(a) = n. Ekkor teljesiil-
nek a kovetkezok:

2=l < g <2,

2l < gy < 20,

)

A (9)-beli két egyenlStlenséget dsszeadva kapjuk, hogy 2" < a; +a, = a < 2",
tehat /(a) = n+ 1. Ez ellentmond annak, hogy /(a) = n.

(i) Legyen a; az a legkisebb természetes szam, amelyre /(a;) =k, tehat
ay ;=251 éslegyen a, = a —a,. Mivel l(a) > k, ezért a = 2, és igy

ay =a—ay =2k -2k1 = k-1

tehat /(ay) = k.

28. TETEL
A korlat nélkiili LEGO,, jaték Kalmar—Steinhaus-fiiggvénye:

2l(a)-2, hal(a) = I(b);

kola, b) = B(a) -1, ()~ 1) = {2(1(62)”(1)))_1’ bt 1y, (10

BIZONYITAS

Az egyszeriség kedvéeért a (10) képlettel definialt «,, fliggvényt jelolje x a
bizonyitds soran. A 23. Tételhez hasonloan azt kell bizonyitanunk, hogy a «
fliggvényre teljesiil a Kalmar—Steinhaus-fliggvény definicidja:

k(a, b) =1+lego (H, U H>), (11)

ahol H, és H, az (5) altal definidlt halmazok.
Az allitast /(a) €s [(b) viszonyat vizsgalva bizonyitjuk.

(1) Tegyiik fel, hogy I(a) = I(b). Ekkor az a szdm barmely a = a; + a;, (az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a; < a,) felbontdsara a 27. Lem-
ma (1) allitdsa szerint /(a;) < l(ay) < l(a) = [(b), vagy l(ay) < l(ay) = l(a) = [(b)
teljesiil. Az els6 esetben

k(ai, by ak(az, b)=Q21(a) - AQ2Il(a)-1)=21(a)) -1,
a masodik esetben pedig

k(ay, by rk(ay, b)=Q21l(a)-1)AQRl(a)-2)=21(a;)-1.
A 27. Lemma (i1) allitasat is figyelembe véve

Hy ={2k-1|k=1, ., l(@-1}={1, 3,5, ..., 2/ (a)-3}.
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Mivel l(a) = [(b), ezért H, = H,, tehat

1 +lego (H, U H,) =
=1+lego{l, 3,5, ...,21(a)-3}=1+2[(a)-3=2[(a)-2 =«k(a, b).

Ezzel belattuk, hogy (11) teljesiil.

(i) Tételezziik fel, hogy /(a) < /(b). Ha az a oldalt kettébontva Iépiink,
akkor az (i) esetben szerepld H; halmazt kapjuk. Ha a b oldalon lépiink, akkor
négy esetet kiilonboztetiink meg (az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel,
hogy I/(b1) < I(b) ).

a) Ha l(a) # I(by) és l(a) # I(b,), akkor k(a, b;) és k(a, by) paratlanok, ezért
a minimumuk is paratlan.

b) Ha l(a) = I(by) < I(by) < I(b), akkor

k(a, b)) Ak(a, by)=Q1@)—-2)AQ21@)-1)=21(a)-2.
¢) Ha (b)) < I(a) = I(h) < I(b), akkor
k(a, by) Ak(a, by) = 21(b1) - 1) A 2 1(a)—2) = 21(by) - 1.
d) Ha I(by) = I(by) = I(a) < I(b), akkor
K(a, by) Ak(a, by) = 21(a)=2) A (2 1(a) —2) = 2 l(a) - 2.

Ezek alapjan a H; |J H, halmazban csak paratlan szamok ¢és egy paros szam,
2/(a) -2 van, tehat 1 +lego(H; U Hy) = 1+21(a)-2=21(a) -1 = k(a, b).

(ii1) Az I(a) > [(b) esetet a (i1) esethez hasonloan kezelhetjiik.

29. KOVETKEZMENY
A korlat nélkiili LEGO,, jatékban az (a, b)., dallas akkor és csak akkor jo, ha
l(a) = (D).

30. MEGJEGYZES

A korlat nélkiili LEGO,, jaték izomorf a Winning Ways [1] masodik kotetében
talalhatd stiteményvago jaték szimmetrikus valtozataval (impartial Cutcakes). A
285. oldalon lévo Table 2(x) tablazat éppen a 28. Tételben megadott k., fliggvény
értékeit tartalmazza. A korlat nélkiili LEGO, és LEGOy jatékokat is jatszhatjuk
siteménnyel: mindig egy, illetve tetszéleges szamu siliteménydarabot lehet
kettévagni.

4.3. Szelektiv valtozat

31. DEFINICIO

Jelolje a 2 kitevdjét az a természetes szam primfelbontasdban v(a).
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32. MEGJEGYZES

Tetszdleges a természetes szam esetén v(a) = n akkor és csak akkor, ha 2”
osztoja a-nak, de 2! mar nem.

33. LEMMA

(1) Nem léteznek olyan ay, a, természetes szamok, melyekre a =a;+a, és
v(a) = v(a1) = v(ay).
(i) Barmely k <v(a) nemnegativ egész szamhoz léteznek olyan ay, a, ter-

mészetes szamok, hogy a = ay + a, és k = v(a,) = v(ap).

BIZONYITAS
(1) Tegyiik fel, hogy a = a; + a, és v(a) = v(a) = v(a;) = n. Ekkor a, a; ¢és
a, primfelbontésa felirhat6 a kovetkezd alakban:

a=2"T]p;, (12)
ar =2"[1q", (13)
ay = 2" [1s", (14)

ahol p;, q;, s; paratlan primek. A (13) és (14) egyenldségeket dsszeadva kapjuk,
hogy

a=ay+a, =2"[lqg; +2" [1s;" =2" ([1q]" + [1s;").

Mivel []g;* és []s;" paratlan szamok, igy az dsszegiik paros, ezért 2"*!|a, ami
ellentmond (12)-nek.

(i) Legyen a; az a legkisebb természetes szam melyre v(a;) = k, azaz
a; =2k, és legyen ay = a—ay. Mivel k < v(a), ezért 281 |a, igy ar > 0 és 2% | ay.
Ha 21)ay, akkor 2%*'|a—a, =2%, amely ellentmondashoz  vezet.

Kovetkezésképp k = v(a;) = v(ay).

34. TETEL
A korlat nélkiili LEGOy, jatéek Kalmar—Steinhaus-fiiggvénye:
ab—1, hav(a) =0vagyv(b) =0;
Keo(a, b)= < ab—2, hav(a) =v(b) = 1; (15)
ab—3 kiilonben.
BIZONYITAS

Az egyszeriség kedvéeért a (15) képlettel definialt «,, fliggvényt jelolje x a
bizonyitas soran. A 28. Tételhez hasonléan azt kell igazolnunk, hogy a « fligg-
vényre teljesiil

k(a, b) = 1 +lego(H, U H,), (16)
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ahol H, és H, a (6) altal definidlt halmazok.

(1) Tételezziik fel, hogy v(a) = 0 és v(b) = 0. Az éltaldnossdg megszoritasa
nélkiil feltehetd, hogy az a = a; + a, felbontdsban a; paratlan és a, paros. Ekkor
k(ay, b)=a; b—1¢ésk(ay, b)=a, b—1, igy

k(ay, b)Q«k(ar, b)=(a1b-1)Q@(ab-1)=a;b+a,b—2 =ab-2.
Tehat H, = {ab — 2}, hasonléan H, = {ab — 2}. Kovekezésképp

1+lego (Hy U Hy)=1+legofab-2}=1+ab-2=ab-1=«(a, b),
igy (16) teljesiil.

(i) Ha v(@)=0 ¢és v(b)=1, akkor azt kell belatnunk, hogy
lego(H, U H,) = ab—2. Vegyik észre, hogy «(a, b) akkor és csak akkor paros,
ha v(a) = v(b). El6szo6r a H; halmazt vizsgaljuk: x(a;, b) ® k(a,, b) akkor €s csak
akkor paros, ha k(a;, b) és k(a,, b) paros, a 18. Megjegyz¢€s miatt. Ez csak akkor
igaz, ha v(a;) =v(b) és v(ay) = v(b). Ez ellentmondashoz vezet, mert ekkor
a=a+a, paros lenne, tehat H;-nek nincs paros eleme. A H, halmaz
k(a, b)) @ k(a, by) eleme akkor paros, ha «(a, b;) és «(a, by) paros, vagyis
v(a) =v(by) és v(a) =v(b,), tehat v(by) = v(b,) =0. Ez lehetséges (pl. b =1,
b, =b-1), és ekkor «(a, b)) ® k(a, by) = (ab; —1)® (aby — 1) =ab—2. Tehat
H, U H, egyetlen paros eleme ab — 2, igy lego(H, |J H,) = ab —2.

(1i1)) A v(b) = 0ésv(a) = 1 eset hasonldan bizonyithatd, mint a (ii) eset.

(iv) Tegyiik fel, hogy v(a) = v(b) = 1. Ekkor a-t két paros vagy két paratlan
szam Osszegére bonthatjuk fel. Ha a; és a, paratlan, akkor «(a;, b) =a; b—1 és
k(ay, by=ay b-1, igy «(a;, b)®@«(ay, b)=(a;1b—-1)®(a, b—1)=ab—-3. Ha
a; ¢és a, paros, akkor a 33. Lemma alapjan v(a;) # v(b) vagy v(a,) + v(b).

a) Ha v(ay) # v(b) és v(ay) # v(b), akkor

k(ai, b)®@«k(az, b)=(a1 b-3)®(ay b-3) =ab-".
b) Ha v(a;) = v(b) és v(a,) # v(b), akkor

k(a;, D)®«k(az, b)=(a1 b-2)@(ay b-3) =ab->5.
c) Ha v(a;) #+ v(b) és v(ay) = v(D), akkor

k(ay, b)®@«k(az, b)=(a; b-3)®(a, b—-2) =ab->5.

Tehat {ab—-3}C Hy C{ab-3, ab—5, ab—T}, és hasonld érvényes a H, hal-

mazra is. Igy

1 +lego(H, U H,) =
1+legofab—-3,ab—-5 ab—-T7}=1+ab—-3 =ab-2 =«(a, b),
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ahol ab—5 és ab —7 nem biztos, hogy eléfordul, de ez a tény nem valtoztat a
lego miivelet eredményén.

(v) Végiil a v(a) # v(b) és v(a), v(b) = 1 esetet vizsgaljuk. Az &ltalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy v(a) > v(b). Ebben az esetben is elég a
H, U Hy-beli paros elemeket megtalalni. A H, halmaz «(a,, b) ® k(ay, b) eleme
akkor paros, ha v(a;) = v(ay) = v(b); ez lehetséges a 33. Lemma (i) része miatt.
Ekkor «(a;, b)®«(az, b)=(a1 b-2)®(a, b—2)=ab—-4. A H, halmazban
nincs paros elem, mert nincs olyan b =b;+b, felbontdsa b-nek, ahol
v(by) = v(by) = v(a) > v(b). Tehat H,|J H, egyetlen paros eleme ab—4, igy
lego(H, U Hy) =ab—4. Ezért 1 +lego(H, U Hy) =ab-3 =«(a, b), igy (16)
teljesiil.

35. KOVETKEZMENY

A korlat nélkiili LEGOy jatékban az (a, b)., dllas akkor és csak akkor jo, ha
v(a) = v(b).

5. LEGO jaték magassagkorlattal

Ebben a fejezetben a LEGO jaték azon valtozatait vizsgaljuk, melyeknél a rétegek
szamat korlatozzuk. Emlékeztetoil: (a, b), olyan axb méretii téglalapot jelol
melyre még r réteg épitdkockat rakhatunk.

36. MEGJEGYZES

Az (a, b), allasbol az ((ay, b), (a2, b)y), illetve ((a, by);, (a, by),) alaku alla-
sokba Iéphetiink, ahol a = a; + ay, illetve b = by + b,. Az (ay, b),, illetve (a, by),
téglalapok végallasok, ezért a jatszma tovabbi részében figyelmen kiviil hagy-
hatok. Igy lényegében az axb méretii téglalapbdl a;xb (a; < a), illetve axb,
(by < b) méretli téglalapokba léphetiink. Az ,,aktiv" téglalap egyik oldala
csokken, a masik pedig valtozatlan marad, tehat kétcsomos nim jatékot jatszunk.
(Figyeljik meg, hogy itt nincs kiilonbség a diszjunktiv, konjunktiv €s szelektiv
valtozatok kozott, hiszen mindig csak egy ,,aktiv" téglalap van.) Mivel a végallas
I1x1-es téglalap, az (a, b); allas a kétcsomods nim jaték (a—1, b—1) allasdnak
felel meg. Tehat v (a, b)=(a—1)®(b—-1)ésk(a, b)=La-1,b-1).

Az r = 2 esetben mar kiilon kell vizsgalni a valtozatokat.

A B. Fiiggelékben taldlhatd Mathematica program az (1) képlet alapjan
kiszamitja a LEGO, jaték y, fliggvényének értékeit; ezek az 1. Téblazatban
talalhatok. A 2. Tablazatban feketével a jo, fehérrel a rossz allasokat jeloltiik, de
nem sikeriilt megsejteniink a nyerd stratégiat.
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5.1.

Konjunktiv valtozat

A diszjunktiv esethez hasonloan a C. Fiiggelék tartalmazza a LEGO, jaték
Kalmar—Steinhaus-fliggvényét kiszamitd Mathematica programot, és a kapott
értékek tablazatait. A jo allasok a f6atlo mentén elhelyezkedd négyzetekben
talalhatok. Az r =2 esetben a négyzetek oldalhosszai: 1,2,3,4,5,... (lasd a 4.
Téblazatot); kézenfekvld a sejtés, hogy az n-edik négyzet oldalhossza n. Az r =3
esetben a négyzetek oldalhosszai: 1,2,4,7,11,16,22,29,37,... (lasd a 6. Téblaza-
tot). Az Online Encyclopedia of Integer Sequences [7] segitségével azt sejtjiik,

) ) n—1 n—1 n—1 ,
hogy itt az n-edik négyzet oldalhossza ( 0 )+( | )+( ) ); €z a szam

megadja, hogy hany részre osztja a sikot n — 1 altalanos helyzetli egyenes (lasd az
A000124 sorozatot az Enciklopédiaban). Az » =4 esetben a négyzetek oldal-
hosszai: 1,2,4,8,15,26,42,64,93,... (lasd a 8. Tablazatot). Itt azt sejtjiik, hogy az n-

. n—1 n—1 n—1 n—1
edik négyzet oldalhossza ( 0 )+( | )+( 5 )+( 3 ); €z a szam

megadja, hogy hany részre osztja a teret n—1 altalanos helyzetli sik (lasd az
A000125 sorozatot az Enciklopédiaban).

Mindezek alapjan azt varjuk, hogy tetszdleges r esetén a k, fliggvény paros
értékei a foatldo mentén elhelyezkedd

S0 A e V) IR L R

oldalhosszisagu négyzetekben talalhatok. A kovetkezOkben bevezetiink néhany
jelolést, amelyek segitségével pontosabban megfogalmazhatjuk a sejtést, majd be
is bizonyitjuk azt.

37. MEGJEGYZES

A 28. Tétel alapjdn a magassagkorlat nélkiili LEGO, jaték jo allasai szintén a
f64tldo mentén elhelyezkeddé négyzetekben taldlhatok, ahol az m-edik négyzet
oldalhossza 2"~!. Figyeljiik meg, hogy ha r— co, akkor a fenti (17) &sszeg
hatarértéke 2”71, tehat lim, o, K, = K-

38. DEFINICIO

Tetszbleges r,n € Ny esetén legyen

c,(n):(g)+(’11)+...+(z), (18)

tovabba legyen c.,(n) = 2".

39. MEGJEGYZES

Ha r = n, akkor c¢,(n) = 2", tehat lim,_,, ¢,(n) = 2"; ezért hasznaljuk a c.,(n) = 2"
jelolést. A (0, 1), (1, 2),..., (r, 2") pontokra illesztett Lagrange-féle interpolacios

polinom:
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X X X _ D)l —r
(0)+(1)+...+(r):1+x+x(x2—”+...+ LoDyl ”r(!x 2 (19)

Ennek a polinomnak a nemnegativ egész helyeken fevett értékei a c,(n) szdmok,
melyeknek a kovetkezd geometriai jelentése is van: az r-dimenzids teret n
altalanos helyzetl hipersik c,(n) tartomanyra osztja fel.

40. LEMMA

Minden r,n pozitiv egész szamra c,_1(n — 1)+ c,(n— 1) = ¢, (n).
BIZONYITAS

n n—1 n—1
A jol ismert (k) = (k 1)+( i ) Osszefliggést felhasznalva bizonyitjuk az
allitast:

e )
(" 0 )]
:(’S)+(’f)+...+(’;):cr(n).

41. DEFINICIO

Tetsz6leges reNJ{oo} esetén definidljuk a | |,:N >N leképezést a
kovetkezOképpen: legyen ||a||, = n akkor és csak akkor, ha ¢, (n—1) <a < c.(n).
Vegyiik észre, hogy ||a|l., = [(a) (lasd a 25. Definiciot).

42. MEGJEGYZES
A 40. Lemma alapjan az ||1||,, |12]l,, |I3]l,, ... sorozat a kovetkezd:
1,2, ...,2,3, ..,3,4, ...,4, .., (20)
ahol c¢,_(1) kettes, ¢,_1(2) harmas, c¢,_;(3) négyes, ... szerepel.

43. LEMMA

Minden r,a = 2 természetes szamok esetén ||a — 1|, < ||al|, és ||all,—; = ||all,-

BIZONYITAS
Eloszor az elsé egyenlOtlenséget bizonyitjuk a 41. Definicid felhasznalasaval.
Legyen ||a||. = n, ekkor ¢, (n—1) <a <c,(n). Mivel a—1<a, igy a—1 < c,(n),
tehat ||a — 1|, < n. A mésodik egyenldtlenség bizonyitasanal a



Kombinatorikai jatékok vizsgalata a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény segitségével 20

¢—1(n—1) < c,.(n—1) egyenldtlenséget hasznalva kapjuk, hogy c¢,_j(n—1) <a,
tehat ||a||,_, = n.

[
44. LEMMA
Ha a = ay +a; ésllaill, = llall,, akkor |lazll,—; < llall,-
BIZONYITAS
Tegytik fel, hogy ||al|, = ||a;|| = n, ekkor
c(n—1)=<a;, a<c.(n).
A 40. Lemma segitségével kapjuk, hogy
am=a—-ay<cn)—cm-1)=c_1(n—-1),

tehat |lazl|,—; < n.

[

45. LEMMA

Minden b pozitiv egész szam és k < ||bl||, esetén léteznek olyan by, b, pozitiv

egészek, amelyekre b = by + b, és ||b1||, =k, ||ball,—1 = k.

BIZONYITAS

Legyen b, az a legkisebb pozitiv egész, melyre ||b;||, = k, tehat by = c,.(k—1). A
k < ||b||, feltétel miatt c,(k) < b, €s igy

by=b-by zc,(k)—c(k—=1)=c¢,1(k=-1),

tehét [|byll,_; = k.

46. TETEL
A LEGO,, jaték Kalmar—Steinhaus-fiiggvénye:

2|lall, -2, ha{lall, = {2l

oa b= Allall = L= = { 5 0 @D

BIZONYITAS

A Kalmar—Steinhaus-fliggvény definicioja szerint azt kell belatnunk, hogy minden
a, b € N esetén

k-(a, b) = 1+1lego(H; U H>), (22)

ahol H; és H, a (2) altal definialt halmazok.
Két esetet vizsgalunk aszerint, hogy ||all, €s ||b||, egyenld-e vagy sem.

(1) Elsoként tegyiik fel, hogy ||all, = ||b]|, =:n. Ekkor «,(a, b) =2 n—2, tehat
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a bizonyitando (22) egyenldség azzal ekvivalens, hogy lego(H; | Hy) =2n—3.
Tehat be kell latnunk, hogy 2n—3 € H; |J H,, és minden u € H, |J H, esetén

u<2n-3 ¢és uparatlan. (23)
Legyen u = «,.(a;, b) A k._1(ay, b) a H; halmaz egy tetszdleges eleme.

Ha ||ay||, = n, akkor a 43. és 44. Lemma szerint ||a,||,_; <n =||bll, < ||bll,—1,
tehat

u=Q2n=2)AQlazll—y AIbll-1) = 1)
=2n=-2) A Q2llazll,-1 =1
=2lazll,-y =1 =2n-3,

igy u valoban pératlan és u <2 n—3.
Ha ||a1]|, < n, akkor

u=2llall, =1 A k—1(az, b) <2laill, =1 =2n-3.

Ha «,_i(ay, b) paratlan, akkor u is paratlan, ezért (23) teljesiill. Ha «,_i(ay, b)
paros, akkor |laz||,_1 =1bl|,—; = n. Ekkor «,_i(az, b)=2||b||,.1 —2=2n-2,

ezértu =2 ||aq|l, -1 <2n-3.
Hasonl6an a H, halmaz elemeire is igazolhat6 (23).

Be kell még latnunk, hogy 2n-3 € H, U H,. Alkalmazzuk a 45. Lemmat a
k=n-1 értékre. Ekkor  ||by]l, =n—1 és ool =n—1, igy
ke(a, by)=2(nrm-1)-1=2n-3. Ha lall,-y = llb2ll,—1,  akkor
K_1(a, by) =2lall,.;—2=2n-2, tehat u=2n-3 € H,. Ha ||la||,_; # ||b2|l,-1,
akkor

Kkr-1 (@, b2) =2 (llall,-y Allb2ll,-)—1=2(nA(n-1)-1=2n-3,
igyu=2n-3 € H,.

(1)) Most tegyiik fel, hogy |||, # ||Dl|,; az altalanossdg megszoritadsa nélkiil
feltehetd, hogy n :=|a||, < ||b||,. Ekkor «,.(a, b) =2n—1, tehat a bizonyitandd
(22) egyenldség azzal ekvivalens, hogy lego(H; |J H>) = 2n—2, vagyis igazol-
nunk kell, hogy2n—-2 € H,\|J H,, és v e H, |J H, esetén

havparos, akkor v=2n-2. (24)

Legyen v = k,(a;, b) A k,_1(az, b) a Hy halmaz egy tetszdleges eleme, ¢és tegyiik
fel, hogy v paros. Mivel llaill, < llall, = n < ||bll,, ezért
k.(ay, b)=2la1ll,—1<2n—-1. Ebbdl kovetkezik, hogy «,_i(ay, b) paros, és
K—1(az, b) <2n—-2, ez pedig azt jelenti, hogy |las|l.—; = ||bll,—; < n. Masrészt
I|16l,—; = ||b]l, > n. Ez az ellentmodas azt mutatja, hogy H;-nek nincs paros
eleme.

Legyen most v = «,(a, b1) Ak._1(a, by) a H, halmaz egy tetszlleges eleme, és

tegyiik fel, hogy v péros. Ha «,(a, b;) < k,_1(a, b,), akkor v = «,(a, by) paros
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szam. Ekkor n = ||a||,. = ||b1]|,, tehat v =2n -2, és igy (24) valoban teljesiil. Ha
k-(a, b)) = k,._1(a, by), akkor v=k_1(a, by) paros szam. Ekkor
n < |lall,—; = lb2ll,—1, tehat v = 2 n — 2, és igy (24) teljesiil.

Be kell még latnunk, hogy 2n—-2 € H,. Alkalmazzuk a 45. Lemmat a k=n
értékre. Ekkor ||by||,=n ¢és ||byll,-y =n, igy «.(a, by)=2n—-2. Ha
lall,—1 = llb2ll,—1 = n, akkor k,_i(a, b2) =2n—2. Ha |lall,_ # llb2ll,-1 = n, akkor
k-—1(a, bp) =2n—1. Tehat mindkét esetben «.(a, by) Ak._1(a, b)) =2n-2,
vagyis 2n—2 € H,.

5.2. Szelektiv valtozat

A szelektiv valtozat sokkal bonyolultabbnak tiinik, mint a konjunktiv: itt csak
r =2 esetén sikeriilt leirnunk a j6 allasokat, amelyek a D. Filiggelék 10. Téblaza-
taban lathatok. Meglepd modon az % tort lanctort alakjatol fiigg, hogy az (a, b),

allas jo-e vagy sem. Ezért roviden ismertetjiik a lanctortekkel kapcsolatos sziik-
séges tudnivalokat (lanctortekrdl bdvebben az [5] jegyzetben olvashatunk).

Legyenek b =a >0 természetes szamok, €s végezzik el rajtuk az euklideszi

algortimust:
b _ b _ ro
= ag + r — - = 40 + 5
_ a _ r
a = roq1 + r — a = q1 + a,
_ o _ n
1o = riq» + rn — Z = 92 + e
—_ Fp—1 —
Yn-1 = Tndn+l ? P = 4n+1-
n
b . e . R
A =, =, .., ==L tortek fenti kifejezéseinek segitségével fel tudjuk irni = lanc-
0 1 n

tort alakjat:

b 0

—=qgo+2=qgy+ ——=¢qo + = ...=¢qq +

2 —4q0T =40 2 90 a1 90 T

qz+: q’H—l

Ezt a lanctortet {(qo, q1, ..., gnr1) jelOli, a g¢; szdmokat a lanctort jegyeinek nevez-
ziik. Ha a<b, akkor az % tort lanctort alakja

1 1
%: 7:0+ 1 :<03 qo, 415 -+ (]n+1>-

- qo+ ———

47. DEFINICIO

Jelolje O(b, a) a S tort lanctort alakjaban szerepld jegyek Gsszegét.
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48. LEMMA
Barmely a,b € N esetén Q(b, a) = O(a, b).

BIZONYITAS
Ha a =05, akkor trividlis az Aallitds, tehat feltehetd, hogy a <b. Ha
& =g, q1s wr Gue1),  akkor Qb @) = qo+qi+..+qu,  illetve
% = <07 qo, 915 ---» qn+1>a igy Q(aa b) = 0+(]0 +q1t...+qp+1 = Q(ba (l).
[ |
49. LEMMA
Barmely a < b természetes szamok esetén Q(b, a) = Q(b —a, a) + 1.
BIZONYITAS
Legyen =% =(qo, q1, 42, ... Gn+1). Ekkor
S = b;_a +1 = <(]0 + 13 qla an EP) qn+1>a
igy O(b, a) = O(b—a, a) + 1 teljesiil.
[ |

50. LEMMA
A LEGOy jatékban a = b esetén az (a, b), dllds jo. Ha a < b, akkor az (a, b),

dllas akkor és csak akkor jo, ha az (a, b—a), allas rossz.

BIZONYITAS

Eloszor tegyik fel, hogy a=0b. Ekkor az (a, b), allasbol elérhetd
((ay, b),, (ay, b),) alaku allasok mind rosszak a 20. Kovetkezmény szerint, hiszen
a, < b miatt az (a,, b), allas rossz (lasd a 36. Megjegyzést). Hasonloképpen a b
oldal felbontadsa esetén is megkaphato, hogy (a, b,), rossz allas. Tehat az (a, b),
allasbol csak rossz allasba lehet Iépni, ezért (a, b), jo allas.

Most tegyiik fel, hogy a < b. Ha (a, b), jo allas, akkor a beldle elérhetd allasok
mind rosszak, igy az ((a, b —a),, (a, a);) allas is rossz. Mivel (a, a), jo éllas, a
20. Kovetkezmény miatt (a, b — a), rossz allas. Ha (a, b), rossz allas, akkor lehet
beldle jo allasba lépni. Az ((ay, b),, (a, b),) alakt allasok mind rosszak, mert
a, < b miatt (ap, b); rossz allas. Egy ((a, by),, (a, by);) alaku allas pedig csak
akkor lehet jo, ha b, = a. Tehat az (a, b), allasbdl az egyetlen lehetséges jo 1épés
((a, b—a),, (a, a);). Kovetkezésképp a 20. Kovetkezmény szerint (a, b —a), jO
allas.
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51. TETEL

A LEGOy, jatékban az (a, b), dllas akkor és csak akkor jo, ha a =b. Az (a, b),
dllas akkor és csak akkor jo, ha Q(a, b) paratlan.

BIZONYITAS
Az (a, b), allasra vonatkozo6 allitas kovetkezik a 36. Megjegyzésbol.

Az (a, b), allasra vonatkozo allitast |a — b| szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha
|a—b| =0, akkor Q(a, b) =1 ¢és az 50. Lemma szerint (a, b), valoban jo allas.
Most tegylik fel, hogy |a — b| < n esetén (a, b), akkor és csak akkor jo allas, ha
O(a, b) paratlan. Legyen (a, b), egy tetszdleges allas, ahol |a —b| =n. Mivel
O(a, b) = O(b, a) teljesiil, az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy
a < b. Az indukcios feltevés szerint az (a, b — a), allas akkor és csak akkor jo, ha
O(a, b —a) paratlan. Tehat a 49. Lemmat és az 50. Lemmat felhasznalva kapjuk,
hogy (a, b), akkor és csak akkor rossz, ha Q(a, b) paros.
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Fuggelék
A. LEGO jaték

2. Abra

3. Abra
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B. LEGO,

A 36. Megjegyzésben szerepld y; fliggvény:

gammal[a_, b_] :=BitXor[a-1, b-1]

Definidljuk a mex miiveletet:

mex[list_] 4=
Module[{m, 1list0 = 1list, telj},
m =Max[listO0];
telj = Table[i, {i, 0, m+1, 1}];
Min[Complement[tel]j, 1list0]]
1

A 3. fejezet (1) képlete altal definidlt y, fliggvény:

gamma2[1l, 1] =0;
gamma2 [a_, b_] 1=
Module[{a0 =a, b0=b, H1, H2, al, bl, unio},
H1l = Table[BitXor [gamma2[al, b0], gammal[a0 - al, b0]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[BitXor [gamma2[a0, bl], gammal[a0, b0 -bl]],
{b1l, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
gamma2[a0, b0] = mex[unio]

]

A vy, fliggvény értékeinek tablazata (1. Tablazat, az (1, 1) allas a bal also
sarokban taldlhatd) €s a jo allasok tablazata (2. Tablazat, feketével jeloltik a jo
allasokat, fehérrel pedig a rossz allasokat):

Table[gamma2[a, b], {a, 15, 1, -1}, {b, 1, 15, 1}] //
MatrixForm

data = Table[gamma2[a, b], {a, 50, 1, -1}, {b, 1, 50, 1}];
ArrayPlot[data, ColorFunction -> (If[# == 0, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh » All, MeshStyle -» Black]
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S = O = O = O = O = O = O = O

—_— = WO O NN OO NN~ =W WO

S W O = O = O = O = O = O = O

—_ O = = O = W NN W= O = O

S O O O O = N W AN B O = O = O
—_— N = = = = O = N W RN O = OO
—_ O = N W= = O N = 0O W

S O N BN OO =N Wo o -
—_— N = W W= N =D =D
S = O = O A N 9D O O = O = O
—_— = = O = OO = W= = = N WO

— SN O WO = O = W O = O =
S

1. Tablazat

S WO OO = = U O O O NN O = O

—_— D = = = OO O O = = W= = O

S OO OO O = = =0 O O O O

2. Téblazat
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C. LEGO,

A 36. Megjegyzésben szerepld «; fliggvény:

kappakl[{a_, b_} /; a-= b] :=kappakl[{a, b}] =2a-2
kappakl[{a_, b_} /;ax< b] :=kappakl[{a, b}] =2a-1
kappakl[{a_, b_}] := kappakl[{a, b}] =2b-1

Definidljuk a lego miiveletet:

1ego[list_] 1=
Module[{1list0 =1list, 1},
1l =Select[list0, EvenQ];
If[Length[l] == 0, Max[1list0], Min[1]]
]

A 3. fejezet (2) képlete altal definidlt k, fliggvény:

kappak2[{1, 1}] =0;
kappak2[{a_, b_}] :=
Module [
{Hl1, H2, unio, al, bl, bO=b, a0 =a},
H1l = Table[Min[kappak2[{al, b0}], kappakl[{a0 - al, b0}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[Min[kappak2[{a0, bl}], kappakl[{a0, b0 -bl}]],
{b1l, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
kappak2[{a0, b0}] =1 + 1lego[unio]
]

A k, figgvény értékeinek tablazata (3. Téblazat) és a j6 allasok tablazata (4.
Tablazat):

Table[kappak2[{a, b}],
{a, 15, 1, -1}, {b, 1, 15, 1}] // MatrixForm

datak2 =
Table[kappak2[{a, b}], {a, 50, 1, -1}, {b, 1, 50, 1}];
ArrayPlot[datak2, ColorFunction ->
(If[Mod[#, 2] == 0, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh » All, MeshStyle -» Black]
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1335557777888 2838

1335557777888 2838

133555777788 82838

1335557777888 2838

1335557777888 2838

133555666677 777

133555666677 777

133555666677 777

13355566667 7777
133444555555555

133444555555555

133444555555555

122333333333333

122333333333333
o0o1r1t1ri1ri1tri1r11r11111

3. Tablazat

4. Tablazat
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A 3. fejezet (2) képlete altal definidlt k3 fliggvény:

kappak3[{1, 1}] =0;
kappak3[{a_, b_}] 3=
Module [
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a0 =a},
H1l = Table[Min[kappak3[{al, b0}], kappak2[{a0 - al, b0}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[Min[kappak3[{a0, bl}], kappak2[{a0, b0 -bl}]],
{bl1, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
kappak3[{a0, b0}] =1 + 1lego[unio]
]

A k3 fliggvény értékeinek tablazata (5. Téablazat) és a jo allasok tablazata (6.
Tablazat):

Table[kappak3[{a, b}],
{a, 15, 1, -1}, {b, 1, 15, 1}] // MatrixForm

datak3 =
Table[kappak3[{a, b}], {a, 50, 1, -1}, {b, 1, 50, 1}];
ArrayPlot[datak3, ColorFunction ->
(If[Mod[#, 2] == 0, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh » All, MeshStyle -» Black]
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1 3355557777777 38

1335555666666 67
1 3355556666666 7
1335555666666 67
1335555666666 67
1335555666666 67
1335555666666 67
1 3355556666666 7

133444455555555

133444455555555

133444455555555

133444455555555

122333333333333

122333333333333
o0o1r1t1ri1ri1tri1r11r11111

5. Tablazat

6. Tablazat
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A 3. fejezet (2) képlete altal definidlt x4 fliggvény:

kappak4[{1, 1}] =0;
kappak4[{a_, b_}] :=
Module [
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a0 =a},
H1l = Table[Min[kappak4[{al, b0}], kappak3[{a0 - al, b0}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[Min[kappak4[{a0, bl}], kappak3[{a0, b0 -bl}]],
{bl1, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
kappak4[{a0, b0}] =1 + 1lego[unio]
]

A k4 fliggvény értékeinek tablazata (7. Téablazat) és a jo allasok tablazata (8.
Tablazat):

Table[kappak4[{a, b}],
{a, 15,1, -1}, {b, 1, 15, 1}] // MatrixForm

datak4 =
Table[kappak4[{a, b}], {a, 50, 1, -1}, {b, 1, 50, 1}];
ArrayPlot[datak4, ColorFunction ->
(If[Mod[#, 2] == 0, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh » All, MeshStyle -» Black]
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1335555666666 66
1335555666666 66
1335555666666 66
1 3355556666666 6
1335555666666 66
1335555666666 66
1335555666666 66
1335555666666 66

133444455555555

133444455555555

133444455555555

133444455555555

122333333333333

122333333333333
01111111 1111T1T171

7. Tablazat

8. Tablazat
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D. LEGO,

A 36. Megjegyzésben szerepld «; fliggvény:

kappasl[{a_, b_} /; as== b] :=kappasl[{a, b}] =2a-2
kappasl[{a_, b_} /;ax< b] :=kappasl[{a, b}] =2a-1
kappasl[{a_, b_}] :=kappasl[{a, b}] =2b-1

Definialjuk a ® miiveletet:
d[x_, y_] :=d[x, y] =x+y-Mod[x, 2] Mod[y, 2]
A 3. fejezet (3) képlete altal definidlt k, fliggvény:

kappas2[{1, 1}]1 =0;
kappas2[{a_, b_}] 3=
Module [
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a0 =a},
H1l = Table[d[kappas2[{al, b0}], kappasl[{a0 -al, b0}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[d[kappas2[{a0, bl}], kappasl[{a0, b0 -bl}]],
{b1l, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
kappas2[{a0, b0}] =1 + 1lego[unio]
]

A K, fliggvény értékeinek tablazata (9. Téablazat) és a jo allasok tablazata (10.
Tablazat):

Table[kappas2[{a, b}],
{a, 15,1, -1}, {b, 1, 15, 1}] // MatrixForm

datas2 =
Table[kappas2[{a, b}], {a, 50, 1, -1}, {b, 1, 50, 1}];
ArrayPlot[datas2, ColorFunction ->
(If[Mod[#, 2] == 0, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh » All, MeshStyle -» Black]
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10. Tablazat

52
50
48
46
44
42
39
38
36
33
32
28
26
22
14




Kombinatorikai jatékok vizsgalata a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény segitségével 36

Irodalom

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]
[6]

[7]

[8]

[9]

Elwyn R. Berlekamp, John H. Conway, Richard K. Guy: Winning
Ways for Your Mathematical Plays, A K Peters, 2001

John. H. Conway: On Numbers and Games, Academic Press, 1979
Csakany Béla: Diszkrét matematikai jatékok, Polygon, 2005

Kalmar Laszlé: Zur Theorie der abstrakten Spiele, Acta Sci. Math.
(Szeged) 4(1928), 65-85.

Megyesi Laszlo: Bevezetés a szamelméletbe, Polygon, 2005

Hugo Steinhaus: Definitions for a theory of games and pursuit, Mysl
Akademicka 1(1925), 13-14.

Angol forditasa:

Hugo Steinhaus, Harold W. Kuhn: Definitions for a theory of games
and pursuit, Naval Research Logistics 7(1960) 105-108.

DOI: 10.1002/nav.3800070202

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, published
electronically at http://oeis.org, 2010

Waldhauser Tamas: Play with LEGO!, Colloquium on Combinatorial
Games, University of Luxembourg, 2010,
http://leopold-loewenheim.uni.lu/dma/

CDF Player, http://www.wolfram.com/cdf-player/



Kombinatorikai jatékok vizsgalata a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény segitségével 37

Nyilatkozat

Alulirott Hégely Eva kijelentem, hogy a szakdolgozatban foglaltak a sajat
munkam eredményei, €s csak a hivatkozott forrdsokat (szakirodalom, eszk6zok,
stb.) hasznéltam fel. Tudomasul veszem, hogy szakdolgozatomat a Szegedi
Tudomanyegyetem konyvtardban a kdlcsondzhetd konyvek kozott helyezik el, és
az interneten is nyilvanossagra hozhatjak.

Szeged, 2014. majus 17.

Hégely Eva
Matematika BSc hallgato



